Formelsammlung zur VO
835.100 Mathematik fiir LM BT

1. Arithmetik

Einfache Identititen

a?—b%=(a+0b)(a—0b)

a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?)

a® + b3 = (a +b)(a® — ab + b?)

a® —b" = (a—0b)(a" P +a"2b+...+ b1
l—z"=(1-2)1+x+2%+...+2" 1)
Faktorielle 0!=1,n!=1-2---n (n=1,2,...)
Binomialkoeffizienten

() = dla=tllo=ttD) o € R (beliebig!), k = 0,1,2, ...

Binomischer Lehrsatz (a+b)" =3 ",_ (})a"b"~*

2. Vektoren und Matrizen

Skalarprodukt
aq bl
az | - | b2 | = ai1by + azbs + asbs
as b3

Lange eines Vektors
lal = va-a
Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

ay by agb3 — azb
ag X b2 = —(a1b3 — agbl)
as b3 arby — azby

Geometrische Interpretation von Skalarprodukt und
Kreuzprodukt

@-b=|al-||b]|cosy (y eingeschlossener Winkel)

|@ x b|| = ||@|| - ||b]| - |sinvy| (v eingeschlossener Winkel)
Determinanten
a b a b
det(C d)_ d = ad — bc.
a b c a b cla b
det | d e f|=|d e f|d e
g h i g h ilg h

= aei + bfg+ cdh — (gec + hfa + idb)
(Regel von SARRUS), oder (,, Spatprodukt”):

a b c a b c
det | d e f|l=|d]- el x| f
g h i g h i

3. Funktionen

Nullstellen quadratischer Polynome
2
P4pr+qg=0 = mo=-2+,/(8)" ¢

Logarithmus y=Ilnx < eV ==z
In(zy) =lnz +1Iny, (z,y > 0)

In /z=L1lnz, (ne€N¥)

T n

In i =Ilnz —Iny
In(z") =rlnz, (r€R),

Ine=1, In1=0

Winkelfunktionen
(cosz)? + (sinz)? = 1, kurz: cos®x +sin’z = 1

sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cosx
tang = Sz cot g = tons
L =1+tan(z)?, - =-1-cot(z)?

Wichtige Werte der Winkelfunktionen

(Grazmaﬁ) 0 30 45 60 90 180 270 360

(Bogemnmaﬁ) % % % % ™ %r 27
smz 0 3 5 ¥ 1 0 -1 0
cosx 1 ? % 10 -1 0 1
tanx 0 \% 1 V3 — 0 _ 0
cot - V3 1 % 0o — 0 -

Additionstheoreme der Winkelfunktionen
sin(a 4+ ) = sinacos B + sin § cos «
cos(a + ) = cosacos f — sin asin 8

2

sin(2a) = 2sinacosa, cos(2a) = cos? a — sin” «

4. Differential- und Integralrechnung

Ableitungen/Stammfunktionen wichtiger Funktionen

(c ist auf jedem maximalen im Definitionsbereich enthaltenen Intervall
konstant)

/
f() f(@) f(z) [ fx)dx
— b+1
x® ar®! 2 (b# 1) T te
sinx cos T 1 In|z| + ¢
cos T —sinx Ccos T sinx + ¢
tanx Cosl2 sinx —cosx +c
cotx =1 R — arcsin £ + ¢
sin? x Va2—x2? a
1 1 2
Inz = NEET ln|x—|—\/ﬂc +b|—|—c
x x 1 1 x
e e e carctan © +c¢
T T 1 1 z—a
b* (o<b1)| b 1Inb 2 5a In aTa| T €
: 1 1 1 z—b
arcsine | —=— || g=gyemyy (00 o In|i=—|+c
arccos fﬁ a® (a #1) -t
arctan x 1+1$2 er et + ¢
arccot x lez (cos)? i(z+sinzcosz) + ¢
(sinz)? i(z —sinzcosz) + ¢

LeiBN1zsche Produktregel/Partielle Integration
(w) =v'v+w', [vwvdr=uw — [w'dz.
Quotientenregel

/ ’ /
(g) _ uv—uv
v 02 )

(fiir v(x) # 0)
Kettenregel /Substitutionsregel
(f(9(2)))" = f' (9(2)) ¢ (@),

[ fg(x) g (x)dx = [ f(u)du, mitu=g(x).
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Gleichung der Tangente an die Kurve y = f(z) im Punkt
(2o, f(wo0)):
y = f(xo) + f'(o)(x — m0)

Linearisierung (= tangentiale Approximation)
Differenz Af = f(xo + Az) — f(zo),

Differential df = f'(x¢)Axz.

flaxo+ Az) = f(xg) + f'(x0)Ax fir kleines Az

TAYLORsche Formel Falls f mindestens n + 1-mal stetig
differenzierbar ist, gilt

Fla) = S0 L5050 (0 o)k 4 Ry (2)

mit limg_, 4, (f”éx)) =0 und

|Rn(l)| < maXe zwischen zg,z (‘f(nJrl)(E)l) :

|z—mo|" Tt
(n+1)!

TavLoRsche Reihe (falls R, — 0)

o) &) (g
f(x) =, f k(! 0) (x _ Io)k
Taylorentwicklungen wichtiger Funktionen (zo =0)
Funktion Taylorreihe Giiltigkeit
Binomische Reihe
(I +z)” > ()" z[ <1
a>0,a¢N
(1+z)@ Sy (5Y)am lz] <1
a>0
Geometrische Reihe (Binom. Reihe mit oo = —1)
u%z Yoo (F1) ™ lz] <1

Quadratwurzeln (Binom. Reihe mit o = +3)

vitz Sl (1) (2)a" lz| <1
Ve S0 (@& (GE)an o < 1

Exponentialreihe und Logarithmus

n

e’ Ym0 z€R
In(1 + z) S0 (—1ntizs —l<z<1
In(1 — z) -y ~1<z<1

Kosinus und Sinus
Ccos & ij’:o(—l)”% reR
sin Zfzo(—l)”% zeR

Zyklometrische Funktionen

aresine | 0, FEEE R e | el <1
arctan x Zfzo(—l)"zijll |z <1

Newtonverfahren fiir die Ermittlung einer Nullstelle von
fz) =0

anrl =z, — f(l'n) (

o) x,) — Nullstelle.

EuLERsches Verfahren fiir die Losung der Differentialglei-
chung ¢'(z) = F (x,y(x)), mit Anfangsbedingung y(zo) = yo:
Man wahlt eine Schrittweite h und setzt fir n =0,1,2,...
Tyl = Tp + N,

Y(Tnt1) = Ynt1 = Yn + hF (20, Yn).

5. Differentialgleichungen (DGL)

Homogene lineare DGL, konstante Koeffizienten.

Ansatz y, = exp(Az) in die DGL einsetzen — fiihrt (nach
Division durch exp(Az)) auf algebraische Gleichung fiir .

Spezialfille
1. Ordnung: 3’ + ay = 0, a konstant. Fiihrt auf \; = —
Allgemeine Losung: yj, = C1eM®, O} eine Konstante.

2. Ordnung: y” + py’ + qy = 0 fihrt auf die Gleichung
A2 +pA+q = 0 mit den Losungen A\ o = —p/2++/p?/4 — q.
Allgemeine Lésung (Cy, Cy Konstante):

6/\1;8(01 + CQ.’E)

CleAlz + 026)‘21

e*®(C1 cos(Bx) + Cy sin(Bx))

wenn A\; = Ag

wenn A\ # Ao, reell

wenn A2 = a1
nicht reell

Yn =

Inhomogene lineare DGL, konstante Koeflizienten
(Ordnung 1 oder 2) Fiir Storglieder der Form
s(x) = e**(P(x) cos(Bz) + Q(x) sin(Bz)), wobei P(x), Q(z)
Polynome vom Grad < k, a, 8 € R sind, setzt man als par-
tikuldre Losung y, = xre‘”(Pl (x) cos(Bz) + Q1(x) sin(Bx))
an, wobei wieder P (x), Q1(x) Polynome vom Grad < k sind
und

0 wenn a+if # A1, Mg,

{1 wenn « + i = A1 # Ay oder a+ i = Ay # Aq,

2 wenn 8 =0 und a = \; = \g ist.

(Im Fall der Ordnung 1 kann r nur = 0 oder = 1 sein.)

6. Funktionen in mehreren Variablen
Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = f(x,y)
im Punkt P = (20,0, f (0, 90)):

z = f(zo,y0) + fa(@0,90)(z — x0) + fy(20,90)(y — yo)-
Fehlerrechnung

Differenz Af = f(on + Az, yo + Ay) — f(zo, o),
Differential df = ax L (o, yo)dx —|— (CU(), Yo)dy

mit de = Az = x — xo, dyfAy—yfyo. Es ist

Af ~df.

Gradient und Richtungsableitung

gradf = V(f) = (5L, 5L) baw. gradf = V(f) = (5L, 5L, 4L
Richtungsableitung f7 der Funktion f im Punkt P in Rich-
tung des Vektors ¢ # 0

fo(P) = rhrgradf(P) - @
HEessEsche Determinante

H(f) = ‘;zj ?ygy fdwfyy zy

af of 0o
(fff)

Extrema unter Nebenbedingungen, nach LAGRANGE
Aufgabe: Die Funktion f(x,y) soll unter der Nebenbedin-
gung ¢(z,y) = 0 maximal / minimal werden.

Stationdre Punkte von f unter der NB ¢ = 0 entsprechen den
stationdren Punkten der Lagrange-Funktion: L(z,y,A) =
f@y) + de(z,y).

Methode der kleinsten Quadrate. Es sind die Param-
eterwerte ay,...,a, SO kzu bestimmen, dass die Zizelfunktion
Z(ar,az,...,an) = > (yj — F(a1,...,an;2;))” minimal
wird.

Speziell: Ausgleichsgerade y = F(a,b;z)=ax+b
KZ-XY ) QY-XZ

FQ—X2 = kQ—X2

X = 211717 Y= 21%7 Q= Z

a= mit

k
7 Z = Zl .I‘jyj.
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