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KAPITEL 15
Matrizen

DEFINITION EINER MATRIX

Eine Matrix der Ordnung m x n oder m mal n Matrix ist eine rechteckige Anordnung
von Zahlen, die m Zeilen und »n Spalten hat. Sie kann folgendermaflen geschrieben werden:

/(ln (L3P @13 e Ayn
A = (i (T2p Qo3 ... Qgn (1)
\am] am'_’_ g R Amn

Jede Zahlaj in dieser Matrix wird ein Element genannt. Die Subskripten j und k& zeigen die
Zeile bzw. Spalte der Matrix an, in der das Element steht.

Oft bezeichnet man eine Matrix mittels eines Buchstabens, z. B. A in (/) oder durch das
Symbol (aj ), welches ein Element darstellt.

Eine Matrix, die nur eine Zeile hat, heifdt eine Zeilenmatrix [oder Zeilenvektor], wihrend
eine Matrix, die nur eine Spalte hat, eine Spaltenmatrix [oder Spaltenvektor] heifdt. Wenn die
Anzahl der Zeilen m und Spalten n gleich sind, heifdt die Matrix eine quadratische Matrix der
Ordnung n x n oder kurz n. Eine Matrix heifst eine reelle oder komplexe Matrix, je nachdem
ob sie als Elemente reelle oder komplexe Zahlen hat.

EINIGE SPEZIELLE DEFINITIONEN UND OPERATIONEN MIT MATRIZEN

1. Gleichheit von Matrizen. Zwei Matrizen 4 =(a%) und B =(by) derselben Ordnung, d. h,,
mit gleicher Anzahl von Zeilen und Spalten sind gleich dann und nur dann, wenn aj = by
ist.

2. Addition von Matrizen. Wenn A4 =(aj) und B =(by) dieselbe Ordnung haben, definiert

man die Summe von A und B zu A + B = (aj + by).

Beispiel 1. W a=( % v B (27 N i ilt
eispiel 1. Wenn =ls o o) S O ist, dann gi

B 24+3 1-5 141\ 5 =1 3
ArBo= <~3+2 0+1 2+3) ~ <—1 1 5>
Beachte, dafs die kommutativen und assoziativen Gesetze der Addition fur Matrizen er-
fullt sind, d. h., fiir beliebige Matrizen A, B, C derselben Ordnung
A+B = B+ A, A+B+C) = (A+B)+C (2)

3. Subtraktion von Matrizen. Wenn A = (aj), B = (by) dieselbe Ordnung haben, definiert
man die Differenz von A und B zu A — B = (aj — by).

Beispiel 2. Wenn A und B die Matrizen aus Beispiel | sind, dann gilt

2-3 1+5 4—-1\ /-1 6 3
A-B = (3.9 9-1 2-3) 7 \-5 -1 <1
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KAPITEL 15 MATRIZEN
4. Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl. Wenn A = (aj) gegeben ist und A eine belie-
bige Zahl [oder Skalar] ist, definiert man das Produkt aus A und A zu AA = A X = (Aa;x).

Beispiel 3. Wenn 4 die Matrix aus Beispiel 1 ist und X =4 gilt, dann ist

2
M = 4 < N ! 4 = 8 4 16
-3 0 2 —12 0 8

5. Multiplikation von Matrizen. Wenn A4 = (a;) eine m x n Matrix ist, wahrend B = (bj)
eine n x p Matrix ist, dann definiert man das Produkt A + B oder AB aus A und B als
die Matrix C = (cj), wobei

Cik — 121 @b (3)
und C von der Ordnung m x p ist.

Beachte, daf die Matrixmultiplikation nur dann definiert ist, wenn die Anzahl der Spal-
ten von A dieselbe ist wie die Anzahl der Zeilen von B. Solche Matrizen heifdien manchmal

konform. 3 5
) . . 2 1 4 (s .
Beispiel 4. Essei A = <_3 o 2/ D = - . Dann ist
AD = (2)(3) + (1)(2) + (9(4) (2)(5) + (1)(—1) + (4)(2)> < 24 17
B (=3)(3) + (0)(2) + (2)(4) (=3)(5) + (0)(—1) + (2)(2) = -1 -11 /)

Beachte, dafl im allgemeinen AB #* BA gilt, d. h., das kommutative Gesetz der Multi-
plikation fiir Matrizen ist im allgemeinen nicht erfillt. Jedoch sind die assoziativen und
distributiven Gesetze erfiillt, d. h.,

A(BC) = (AB)C, A(B+C) = AB+AC, (B+C)A = BA +CA (4)

Eine Matrix A kann nur dann mit sich selbst multipliziert werden, wenn sie quadratisch
ist. Das Produkt 4 - A kann in einem solchen Fall A? geschrieben werden. Entsprechend
definiert man Potenzen einer quadratischen Matrix, d. h., 43=A4 + A2, A*=A4- A3 usw.

6. Transponierte einer Matrix. Wenn man Zeilen und Spalten einer Matrix 4 vertauscht,
nennt man die resultierende Matrix die Transponierte von A und bezeichnet sie mit A7
In Symbolen gilt AT= (ay;), wenn A= (ay) ist.

Beispiel 5. Die Transponierte von A4 = < 2 1 4> ist

-3 0 2
2 -3
AT = (1 o
4 2
Man kann beweisen, dafd
(A+B)T = AT+ B", (AB)" = BTAT, (A" = A (5)

ist.

7. Symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen. Eine quadratische Matrix 4 heifdt symme-
trisch, wenn AT = A gilt und schiefsymmetrisch, wenn AT = —A ist.

- . . 2. —4 . , —
Beispiel 6. Die Matrix £ = (_4 3> ist symmetrisch, wihrend F = <0 2> schiefsymme-
trisch ist, 20

Eine beliebige quadratische Matrix, d. h., die nur reelle Elemente hat, kann man immer
als die Summe einer reellen symmetrischen Matrix und einer schiefsymmetrischen Matrix
ausdriicken.
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MATRIZEN - KAPITEL 15

8. Komplexe Konjugierte einer Matrix. Wenn alle Elemente a;, einer Matrix A durch ihre
komplexen Konjugierten a;_der Matrix ersetzt werden, erhélt man die komplex konjugierte
Matrix von 4 und wird mit A bezeichnet,

9. Hermitesche und Schief-Hermitesche Matrizen. Eine quadratische Matrix A, die dieselbe

wie die komplex Konjugierte ihrer Transponierten ist, d. h., wenn A = AT , heifst hermitesch.

Wenn A = —AT ist, wird A schiefhermitesch genannt. Wenn A reell ist, reduzieren sich diese
auf symmetrische bzw. schiefsymmetrische Matrizen.

10. Hauptdiagonale und Spur einer Matrix. Wenn A4 = (ajx) eine quadratische Matrix ist, dann
heifit die Diagonale, die alle Elemente a;, mit j = k enthilt, die Hauptdiagonale und die
Summe all dieser Elemente heif3t die Spur von 4.

Beispiel 7. Die Hauptdiagonale der Matrix

6 2 o
3 1 -2
-1 4 2

ist schraffiert, und die Spur der Matrixist 5+ 1 +2 =8,

Eine Matrix, fiir die a; =0 bei j# k gilt, heif3t eine diagonale Matrix.

11. Einheitsmatrix. Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente der Hauptdiagonalen gleich
1 sind, wihrend alle anderen Elemente Null sind, heifdt die Einheitsmatrix und wird mit /
bezeichnet. Eine wichtige Eigenschaft von / ist, daf}

Al = JA = A, I"=1 n=123,... (6)
gilt.
Die Einheitsmatrix spielt in der Matrixaigebra eine dhnliche Rolle wie die Zahl Eins in
der gewohnlichen Algebra.

12. Nullmatrix. Eine Matrix, deren Elemente alle Null sind, heif’t Nullmatrix und wird oft mit
O oder einfach O bezeichnet. Fir eine beliebige Matrix A4 mit derselben Ordnung wie O gilt:

A+0=04+4 = A (7)
Sind A und 0 quadratische Matrizen, dann gilt
A0 = 04 = 0 (8)

Die Nullmatrix spielt in der Matrixalgebra eine dhnliche Rolle wie die Zahl Null in der
gewohnlichen Algebra.

DETERMINANTEN

Wenn die Matrix A in (/) eine quadratische Matrix ist, dann ordnet man A eine Zahl, die
durch

ayy Q2 Ain
a2y Q2 ... Q2

A = " (‘9)
An Ane Qnn

dargestellt ist, zu und nennt sie die Determinante der Ordnung n von A, geschrieben det (4).
Um den Wert einer Determinanten zu definieren, fithren wir die folgenden Begriffe ein.

1. Minor. Wenn ein beliebiges Element a; von A gegeben ist, ordnet man eine neue Deter-
minante der Ordnung (n — 1) zu, die man durch Weglassen aller Elemente der j-ten Zeile
und k-ten Spalte erhilt und der Minor von a; heifit.
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KAPITEL 15 MATRIZEN

Beispiel 8. Der Minor, der zu dem Element 5 in der zweiten Zeile und dritten Spalte der Deter-
minante vierter Ordnung gehort.

2 -1 1 3
2 -1 3
-3 2 5 0 ist 1 0 2
1 0-2 2 4 -2
4 -2 3 1

dies erhidlt man durch Weglassen der schraffierten Elemente.

2. Kofaktor. Wenn man den Minor von a;, mit (—1Y** multipliziert, nennt man das Er-
gebnis den Kofaktor von aj; und bezeichnet ihn mit 4.

1)?** mal

Beispiel 9. Der Kofaktor des Elementes 5 in der Determinante des Beispiels 8 ist (—
dem Minor oder

'

l2 -1 3
—11 0o 2
4 -2 1

Der Wert einer Determinante ist dann als die Summe der Produkte aus den Elementen in einer
beliebigen Zeile oder Spalte mit ihren zugehoérigen Kofaktoren definiert und heifit die
Laplacesche Entwicklung. In Symbolen

detA = Y axAx (10)
k=1

Man kann zeigen, dafd dieser Wert von der benutzten Zeile [oder Spalte] unabhingig ist {siehe
Aufgabe 15.7].

SATZE UBER DETERMINANTEN

Satz 15-1. Der Wert einer Determinanten bleibt erhalten, wenn Zeilen und Spalten vertauscht
werden. In Zeichen det (4) = det (47).

Satz 15-2. Wenn alle Elemente einer Zeile [oder Spalte] mit Ausnahme eines Elementes Null
sind, dann ist der Wert der Determinante gleich dem Produkt aus diesem Element
und seinem Kofaktor. Speziell ist die Determinante Null, wenn alle Elemente einer
Zeile [oder Spalte] Null sind.

Satz 15-3. Ein Vertauschen zweier Zeilen [oder Spalten] andert das Vorzeichen der Determi-
nante.

Satz 15-4. Wenn alle Elemente in einer Zeile [oder Spalte] mit einer Zahl multipliziert werden,
wird auch die Determinante mit dieser Zahl multipliziert.

Satz 15-5. Wenn zwei Zeilen [oder Spalten] gleich oder proportional zueinander sind, ist die
Determinante gleich Null.

Satz 15-6. Wenn man die Elemente jeder Zeile [oder Spalte] als die Summe zweier Ausdriicke
darstellt, dann kann man die Determinante als die Summe zweier Determinanten
derselben Ordnung darstellen.

Satz 15-7. Wenn man die Elemente einer Zeile [oder Spalte] mit einer gegebenen Zahl multi-
pliziert und zu den entsprechenden Elementen einer anderen Zeile oder Spalte
addiert, dann bleibt der Wert der Determinante erhalten.

Satz 15-8. Wenn A und B quadratische Matrizen derselben Ordnung sind, dann gilt
det (AB) = det (A) det (B) (11)
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Satz 15-9. Die Summe der Produkte der Elemente einer Zeile oder Spalte mit den Kofaktoren
einer anderen Zeile {oder Spalte] ist Null. In Zeichen

S awd; = 0 oder Y awAy, = 0 fir p=gq (12)
k=1 k=1
Wenn p =g ist, ist die Summe mit (/0) gleich det (4).
Satz 15-10. Esstellen vy, ve, ...,v. Zeilenvektoren [oder Spaltenvektoren] einer quadratischen
Matrix A der Ordnung n dar. Dann ist det (4) =0 dann und nur dann, wenn es von
Null verschiedene Konstanten [Skalare] A, A5, ..., A, derart gibt, daf’
ML+ Aas + e Mg = O (13)

1st, wobei O die Null- oder Nullzeilenmatrix ist. Wenn die Bedingung (/ 3) erfiillt ist,
sagt man, dafs die Vektoren v,, v,, ..., v, linear abhingig sind. Sonst sind sie
linear unabhdngig. Eine Matrix A, fiir die det (4) = 0 gilt, heifst eine singuldre
Matrix. Wenn det (A) # 0 ist, dann heifdt A eine nichtsinguldre Matrix.

Praktisch berechnet man eine Determinante der Ordnung #, indem man den Satz 15-7 be-
nutzt und nacheinander bis auf ein Element alle Elemente in einer Zeile oder Spalte durch Nul-
len ersetzt und dann den Satz 15-2 anwendet, um eine neue Determinante der Ordnung n — 1
zu ermitteln. Man fihrt in dieser Weise fort, um schlieflich auf Determinanten der Ordnungen
2 oder 3 zu kommen, die leicht berechnet werden konnen.

INVERSE EINER MATRIX

Wenn flir eine gegebene Matrix 4 eine Matrix B derart existiert, dafd A8 =/ gilt, dann heifdt
B eine Inverse von A und wird mit A~! bezeichnet. Der folgende Satz ist grundlegend.

Satz 15-11. Wenn A eine nichtsingulidre quadratische Matrix der Ordnung # ist [d. h.,
det (4) # 0], dann gibt es eine eindeutige Inverse A~! derart, dafy AA™! =
A7'A4 =1 ist, und man kann A~! in der folgenden Form
-1 . (Al‘\)T
AT = S (14)
ausdriicken, wobei (4,) die Matrix der Kofaktoren 4 ; ist und (A,-k)T =(Ag))
ihre Transponierte darstellt.

Im folgenden sind einige Eigenschaften der Inversen beschrieben:
(AB)™' = B7'A"'Y, (A hHh' = A (15)

ORTHOGONALE UND UNITARE MATRIZEN

Eine reelle Matrix A heifdt eine orthogonale Matrix, wenn ihre Transponierte dieselbe Matrix
ist wie ihre Inverse, d. h., wenn A7 = A7! oder AT4 =1,

Eine komplexe Matrix A heifst eine unitire Matrix, wenn ihre komplexe, konjugierte Trans-
ponierte dieselbe ist wie ihre Inverse, d. h., wenn A7 = A7! oder ATA4 =/. Es sei bemerkt, daf}
eine reelle, unitdre Matrix eine orthogonale Matrix ist.

ORTHOGONALE VEKTOREN

In Kapitel § fand man, dafl das skalare oder Punktprodukt zweier Vektoren a,i + a,j + a;k
und byi+ b,j + b3k gleich a,b, +ayb, + a3b; war und dafd die Vektoren zueinander senkrecht
oder orthogonal sind, wenn a,b, + a,b, + a3b5 =0 gilt. Vom Matrizenstandpunkt aus kann man
diese Vektoren als Spaltenvektoren
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a1 b1
A =|a|, B=|hb
as bs

betrachten, woraus ATB = aib, + azb, + asbs folgt.
Dies fithrt uns zur Definition des Skalarproduktes reeller Spaltenvektoren A und B als ATB und
zur Definition von A und B als orthogonale Vektoren, wenn ATB =0 ist.

Es ist bequem, dies auf die Fille zu verallgemeinern, in denen Vektoren komplexe Kompo-
nenten haben kénnen und wir haben folgende Definition:

Definition 1. Zwei Spaltenvektoren 4 und B heifen orthogonal, wenn A7B =0 ist und ATB
wird das Skalarprodukt aus A und B genannt.

Es sei vermerkt, daf’ ATA = 1 gilt, wenn A eine unitidre Matrix ist, was bedeutet, dafd das Ska-
larprodukt von A mit sich selbst gleich 1 ist oder 4 ist ein Einheitsvektor, d. h., hat die Liange 1.
Somit ist ein unitdrer Spaltenvektor gleich einem Einheitsvektor, Wegen diesen Bemerkungen

gilt die folgende

Definition 2. Eine Menge Vektoren X,, X,, ..., fiir die
- 0 ] 7 ]\'

X,TXk = .
1 =1k

gilt, heifdt eine unitdre Menge oder System von Vektoren oder in dem Fall, in
dem die Vektoren reell sind, eine orthonormale Menge oder eine orthogonale

Menge von Einheitsvektoren,

SYSTEME VON LINEAREN GLEICHUNGEN
Eine Menge von Gleichungen der Form

anxT; + @iexz + <+ An = T
Anx, + UnXy + ¢ + A2k = 72 (16)
An1 X + Am2X2 + o 4 AmnTn = 7Tn

heifdt ein System von m linearen Gleichungen in den n Unbekannten x|, x,, . . ., x,. Wenn
r,, alle Null sind, heifdt das System homogen. Wenn sie nicht alle Null sind, nennt

ry T,
x,, die (16) erfullt, heifdt eine Losung

man es nichthomogen. Eine Menge von Zahlen x|, x,, . ..
des Systems.
In Matrixform kann man (/6) schreiben

ayy Qi Qin o T
az [P 27 A2n X2 _ T2 (1 7)
Ama Am2 Amn In Tn

AX = R (18)

oder kiirzer
wobei A, X, R die zugehotrigen Matrizen in (I 7) darstellen,

SYSTEME VON n GLEICHUNGEN IN n UNBEKANNTEN. REGEL VON CRAMER
Wenn m =# ist und wenn A4 eine nichtsingulire Matrix derart ist, dal 47! existiert, kann
man (I 7) oder (I8) lésen, indem man X = AR (19)

schreibt und das System hat eine eindeutige Losung,
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Man kann die Unbekannten x,, x,, ..., x, auch in der Form
Ay As An
Xy = —- , Xo = __‘“’ . = —
PTA Y N (20)

ausdriicken, wober A = det (4) die Determinante des Systems ist und durch (9) gegeben ist
und Ay, k=1,2,...,n ist die Determinante, die man aus A erhilt, wenn man die k-te Spalte
wegldfdt und sie durch den Spaltenvektor R ersetzt. Die Regel in (20) heifdt Cramersche Regel.

Man kann vier Fille unterscheiden.

Fall 1. A+ 0, R # 0. In diesem Fall gibt es eine eindeutige Losung, in der nicht alle x,
Null sind.

Fall 2, A#0,R =0. Indiesem Fall ist die einzige Lésung gleich x,=0,x, =0,...,x, =0,
d. h., X =0. Diese wird oft die triviale Lésung genannt.

Fall 3. A=0,R =0. In diesem Fall gibt es unendlich viele Losungen. Dies bedeutet, da®
man wenigstens eine der Gleichungen aus den anderen erhalten kann, d. h., die Gleichun-
gen sind linear abhingig.

Fall4. A=0,R # 0. In diesem Fall gibt es unendlich viele Losungen nur dann, wenn alle
Determinanten A, in (20) Null sind. Sonst gibt es keine Losung.

Die Fille, in denen m # n ist,-werden in den Aufgaben 15.93-15.96 behandelt,

EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN
Essei 4 = (aj) eine n x n Matrix und X ein Spaltenvektor. Die Gleichung
AX = X (21)
mit A als eine Zahl kann man in der Form

Q. Ay Qin Xy Xy
A1 Q22 Q2n X2 X2
................. = A (22)
Ay Any Ann Tn ln/
oder (a“ N2+ anprs+ o+ dinZ., = 0
ATy + (Qoe— A)Xo + < -« + @2a2n = 0 (29)
A1y + GnaX2 + -+ 4 (@ — A)Zn = 0
schreiben.
Die Gleichung (23) hat nichttriviale Ldsungen nur dann, wenn
i — A a2 . Qin
Qa1 Az — A Azn - 0 (24)
ani An2 Ann — A

Dies ist eine Polynomgleichung vom Grade n in . Die Losungen dieser Polynomgleichung heifsen
Eigenwerte oder charakteristische Werte der Matrix A. Zu jedem Eigenwert gibt es eine Losung
X #0, d. h, eine nichttriviale Lésung, die ein Eigenvektor oder charakteristischer Vektor
heifdt, der zu dem Eigenwert gehort. Die Gleichung (24) kann man auch in der Form

det(A-AI) = 0 (25)
schreiben und die Gleichung in A heifdt oft die charakteristische Gleichung.
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SATZE FUR EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Satz 15-12. Die Eigenwerte einer Hermiteschen Matrix [oder symmetrischen reellen Matrix]
sind reell. Die Eigenwerte einer schiefthermiteschen Matrix [oder schiefsymme-
trischen reellen Matrix] sind Null oder rein imaginir. Die Eigenwerte einer uni-
tdren [oder reellen orthogonalen Matrix] haben alle den absoluten Wert 1.

Satz 15-13. Die Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten einer hermiteschen Matrix
[oder symmetrischen reellen Matrix] gehéren, sind orthogonal.

Satz 15-14. [Cayley-Hamilton]. Eine Matrix erfiillt ihre eigene charakteristische Gleichung
[siehe Aufgabe 15.40].
Satz 15-15. [Reduktion einer Matrix auf Diagonalform]. Wenn eine nichtsingulire Matrix A

verschiedene Eigenwerte A, X,, A3, ... mit zugehorigen Eigenvektoren hat, als
Spalten in der Matrix

//\1 0 0 \
dann ist B 'AB = 0 X 0 L,

d. h.,, B7'AB, auch die Transformierte von A durch B genannt, ist eine Diagonal-
matrix, die die Eigenwerte von 4 in der Hauptdiagonalen und sonst Nullen ent-
hilt. Man sagt, dal A transformiert oder auf Diagonalform reduziert wurde. Siehe
Aufgabe 15.41.

Satz 15-16. [Reduktion einer quadratischen Form auf eine kanonische Form].
Es sei A eine symmetrische reelle Matrix, z. B.

fan Q2 an
A = Az A2 A23 Uyr == Ao, Qi3 = Ayy, A2y = A2
a3 A2 Agy
Man erhilt die quadratische Form
XTAX = aua) + anxi+ (1;}‘3;1‘:5) + 2002122 + 2007105 + 240700,
T
wenn X = | x» ist.
Ty
Die Kreuzproduktausdriicke dieser quadratischen Form kann man entfernen, indem man
X =BU ersetzt, wobei U der Spaltenvektor mit den Elementen u,, u,, u; ist und B eine
orthogonale Matrix darstellt, die 4 diagonalisiert. Die neue quadratische Form in u,, u,, u;
ohne Kreuzproduktausdriicke heifdt die kanonische Form, Siehe Aufgabe 15.43. Eine Verall-

gemeinerung auf Hermitesche quadratische Formen kann durchgefiihrt werden [siehe Auf-
gabe 15.114].

OPERATORINTERPRETATION VON MATRIZEN

Wenn 4 eine n x n Matrix ist, kann man sie als Operator oder Transformation ansehen,
die auf einen Spaltenvektor X wirkt, um 4 X zu erzeugen, der ein anderer Spaltenvektor ist.
Mit dieser Interpretation fragt Gleichung (27) nach jenen Vektoren X, die durch 4 in konstante
Vielfache von ihnen selbst transformiert werden [oder dquivalent dazu in Vektoren, die dieselbe
Richtung, aber moglicherweise verschiedene Grofie haben].
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Wenn A4 eine orthogonale Matrix ist, stellt die Transformation eine Rotation dar und er-
klirt, warum der Absolutwert aller Eigenwerte in einem solchen Fall gleich Eins ist [Satz 15-12].
da eine gewohnliche Rotation eines Vektors seine Grofie nicht dndert.

Die Begriffe der Transformation sind bequem, um Interpretationen fir viele Eigenschaften
von Matrizen zu geben.

AUFGABEN MIT LOSUNGEN

MATRIZENOPERATIONEN
15.1. Berechne (a) A + B, (b)) A - B fir A = = -1 \, B = -1 1>,C = ! 4)
4 3) 2 -4 -2 =1/
()24 — 3C, (d) 3A + 2B —4C, (e) AB, (f) BA, (g) (AB)C, (h) A(BC), (i) AT + BT,
(J) BTAT.

2 1 -1 1\ /1 o
@ A+ B = (4 3>+< 2_4> = <6 51>
/2 -1 -1 1\ /2 -1 1 -1\ /3 —2
) A—-B = 43—<2_4 ~<4 3>+ -2 4 _<2 7>
24 —sc = 2(° Mos( 2 B oAy By o 1o
(e) = “ls 3 -2 —1) = <s 6> 6 3/  \14 9
-1 1 4 1 4
Joe(h ) -e( )
—4 ~16\ /0 -17
s 4> “ o\ 5>
2 —1\/~-1 1 (2,(=1) + (=1)(2) (2)1) + (—=1)(—4) -4 6
() AB = = ) B
4 3 2 —4 <(4>(a1>+(3><2) (4)(1) + (,3)<—4)> 2 -8
/-1 1\ /2 =1\ /(=@ + (D) (=D(=1) + (I3 2 4
) BA = < 2 —4>K4 3> - @+ —ow <2><—1>+t-4><3J> B <‘12 ‘“>

Beachte, da? 4B # BA unter Verwendung von (e); es wird die Tatsache erldutert, dad das kommu-
tative Gesetz fir Produkte im aligemeinen nicht gilt.

-4 6 14 —16 —22
AB)C =
oy < 2 ”8><_2 —1> < 18 1a>
2 - -1 1 4 — -3 - — 929
(h)  ABC) = ! ! _ [z m1N(=3 =5\ /16 2
4 3 2 ~4)\-2 -1 4 3/\10 12 18 16
Beachte, dafl (4B)C = A(BC) unter Verwendung von (g); es wird die Tatsache erldutert, dat$ das

assoziative Gesetz fiir Produkte gilt,
2 4 N /-1 2N _ /1 8
-1 3) Q 1 —4 0 -1

—_ T — T
(i) AT 4+ BT = <2 ]> +< 1 1>
4 3 2 -

Beachte, daf unter Verwendung von (a) AT+ BT = A+ B)T gilt

‘ ar - (71 N[22 SINT -1 2 24:—42>
(i) BTAT = < 2_4> 4 3 1—-1> -1 3 6 -8

Beachte, dal unter Verwendung von (e) BTAT = (AB)T gilt.

(d) 34 + 2B — 4C
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Linear equations and eigensystems (Ch.2

2.12 OVER-DETERMINED SYSTEMS

Conside i ‘ . i '
sider the following over-determined system of linear equations:

2.05¢, - v>, =095
3.06x; + 1y = 3.U8 (2.12.1)

=1.02x) + 20, = 0.92
408y, ~ vy =2.90

3 — '
\ \
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Fig. 2.12.1. Plot of inconsistent equation system (2.12.1).
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Fig. 2.12.2. Plot of inconsistent equation system (2.12.1)
showing the region of intersection of the equations,
where “+” indicates “best” solution.
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Spezifische Warme von Wasser
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» ‘Spezifische W&rme von Wasser als Furnktion der Temperatur T
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% Lineares Ausgleichsproblem

% Fitting eines kubischen Polynom

% cp = x1 + X2*T + x3*T"2 + x4*T"3

load spezwaer; %Einlesen der Daten

T =T"'; cp = cp'; % Transposition der Zeilenvektoren
Phi = [T.70 T.”1 T.”2 T.”3];

x= Phi\cp; %2 Losung der Normalgleichungen
y=x(1)+x(2)*T+x(3)*T."2+x (4)*T."3;

plot(T,y,T,cp,'0")
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