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Jede Zahlap in dieser Matrix wird ein Element genannt. Die SubskriptenT und k zeigen die
Zel lebzw. Spalte der Matr ix an, in der das Element steht.

Z. Addition von Matrizen. Wenn A = (ai) und B = (b1) dieselbe Ordnung haben, definiert
man die Summe von A und B zu A + B = (a1r + bi).

B e i s p i e r r  w e n n ,  =  ( _ ;  ;  ; ) ,  
ß  = .  ( ;  :  

j )  i s t , d a n n s l t

A , ß  =  ( r . r  t - 5  t - ' \  
=  ( 5 - r  5 \

\  3 + 2  0 + l  2 t 3 f  \ - 1  |  5 /

Beachte, daß die kommutativen und assoziativen Gesetze der Addition fir Matrizen er-
füllt sind, d. h., für beliebige Matrizen A, B, C derselben Ordnung

A+B =  B+4 , A+ (B+C)  =  (A+B)+C

Subtraktion von Matrizen. Wenn A = (a1), B = (bi) dieselbe Ordnung haben, definiert
man die Differenz von A undB zu A - B = (ajx - bil.

Beispiel 2. Wenn A und B die Matrizen aus Beispiel I  sind, dann gi l t

t 6 ) \

Matrizen

DEFINITION EINER MATRIX

Eine Matrix der Ordnung m x n oder m mal n Matrix ist eine rechteckige Anordnung
von Zahlen, die m Zerlen und zr Spalten hat. Sie kann folgendermaßen geschrieben werden:

Oft  bezeichnet man eine Matr ix mit tels eines Buchstabens, z.  B. A in (1) oder durch das
Symbol (a;r) ,  welches ein Element darstel l t .

Eine Matrix, die nur eine Zeile hat, heißt etne Zeilenmatrix Loder Zeilenvektor], während
eine Matr ix,  die nur eine Spalte hat,  eine Spaltenmatrx Ioder Spaltenvektor]  heißt,  Wenn die
Anzahl der Zeilen rn und Spalten n gleich sind, heißt die Matrix eine quadratische Matrix der
Ordnung n xn oderkurzn, Eine Matr ix heißt eine reel le oder komplexe Matr ix, je nachdem
ob sie als Elemente reel le oder komplexe Zahlen hat.

EINIGE SPEZIELLE DEFINITIONEN tIND OPERATIONEN MIT MATRIZEN

L Gleichheit von Matrizen. Zwei Matrizen A = (a1*) und B = (bi) derselben Ordnung, d. h.,
nrit gleicher Anzahl von Zeilen und Spalten sind gleich dann und nur dann, wenfi aip = bp
tst.
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Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl. Wenn A = (ai*)
bige ZAhl[oder Skalar] ist, definiert man das Produkl auszl

Transponierte einer Matrix. Wenn man
nennt man die resultierende Matrix die
In Symbolen gl l t  Ar = (ap),  wenn A=

Beispiel 5. Die Transponierte von /

Zellen und Spalten einer Matrix / vertauscht,
Transoonierte von,4 und bezeichnet sie mit.4r
(ai*) ist.

/ 9
- l

\ - 3

A T =

MATRIZEN

gegeben ist und ). eine belie-
und \ zultA =/ \ = ().ci* ).

Beispiel 3. Wenn,4 die Matrix aus Beispiel I  ist

Ä A  ,  , (  
'  I  4 \

\ - i j  0  2 /

5. Multiplikation von Matrizen. Wenn .4 = (ap) eine m x n Matrix ist, während B = (bir)
e i n e  n  x p M a t r i x i s t , d a n n d e f i n i e r t m a n d a s  P r o d u k t  A ' B  o d e r A B  a u s , 4  u n d B a l s
die Matrix C = (cp), wobei n

ci t  = 
Zr, ,b, ,  ( ,g)

und Cvon der Ordnung m x p ist.

Beachte, daß die Matrixmultiplikation nur dann definiert ist, wenn die Anzahl der Spal-
ten von.4 dieselbe ist wie die Anzahl der Zellen vonB. Solche Matrizen heißen manchmal
konform. /3 ,\

B e i s p i e r 4 . E s s e i r = ( _ :  ; ; )  , D = ( :  
l )  

D a n n i s t

AD = (,]:il:l I läil;l i []lil ,t:l[].' l;;l_lli []üi) = (_'i _ll)
Beachte, daß im allgemeinen AB + BA gllt, d. h., das kommutative Gesetz der Multi-

plikation für Matrizen ist im allgemeinen nicht erfüllt. Jedoch sind die assoziativen und
distributiven Gesetze erfüLllt. d. h..

u n d  \ = 4  g i l t , d a n n i s t

( 8  4  1 6 \

\ - r 2  0  8 /

A \ B C )  =  ( A B ) C ,  A ( B + C )  =  A B  +  A C ,  ( B  + C ) A  =  B A  +  C A (4)

Erne Matrix A kann nur dann mit sich selbst multipliziert werden, wenn sie quadratisch
ist. Das Produkt A ' A kann in einem solchen Fall A2 geschrieben werden. Entsprechend
def iniert  man Potenzen einer quadrat ischen Matr ix,  d.  h. ,  .43 = A '  A2, Aa = A ' .43 usw.

1 ' \  is t
0  2 /

/ ,  
- t \

( r  0 i
\ 4  2 /

Man kann beweisen, daß

(A+B)r  =  Ar  *  Br ,  (AB) ,  =  BrAr ,  (Ar ) ,  =  A
lst .

7. Symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen. Eine quadratische Matrix,4 heißt symme-
trisch, wenn Ar = A gilt und schiefsymmetrisch, wenn Ar = -A ist.

(5)

Beispiel6. Die Matrix , = ( : 
-:) 

ist symmetrisch, während r = (0- 
-2\ 

schiefsymme-
trisch rst. \-{ ö / \2 o /

Eine beliebige quadratische Matrix, d. h., die nur reelle Elemente hat, kann man immer
als die Summe einer reellen symmetrischen Matrix und einer schiefsymmetrischen Matrix
ausdrücken.

J+J
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8. Komplexe Konjugierte einer Matrix. Wenn alle Elemente a1y einer Matrix.4 durch ihre
komplexen Konjugierten-ap der Matrix ersetzt werden, erhält man die komplex koniugierte
Matrix von A und wird mit A bezeichnet.

9. Hermitesche und Schief-Hermitesche Matrizen. Eine quadratische Matrix l, die dieselbe
wie die komglex Konjugierte ihrer Transponierten ist, d. h., wenn / =.4/ , heißt hermitesch.
Wenn,4  =-A[  i s t ,w i rdAsch ie fhermi tesch genannt .WennAree l l i s t , reduz ie rens ichd iese
auf symmetrische bzw. schiefsymmetrische Matrizen.

10. Hauptdiagonale und Spur einer Matrix. Wenn A = (ai) eine quadratische Matrix ist, dann
heißt die Diagonale, die alle Elemente a1* mit / = k enthält, die Hauptdiagonale und die
Summe all dieser Elemente heißt die Spur von A.

Beispiel 7. Die Hauptdiagonale der Matrix

/  6  z  o \
I  3  t - 2  |

\ - r  4  z /
ist  schraff iert,  und die Spur der Matrixist 5 + I + 2 = 8.

Eine Matrix, für die aiy = 0 bei i* k gilt, heißt eine diagonale Matrix,

I l. Einheitsmatrix. Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente der Hauptdiagonalen gleich
I sind, während alle anderen Elemente Null sind, heißt die Einheitsmafrix und wird mit 1
bezeichnet. Eine wichtige Eigenschaft von 1ist, daß

A I  =  I A  =  A ,  I "  =  I ,  n = I , 2 , 3 , . , .
gi l t .

Die Einheitsmatrix spielt in der Matrixalgebra eine ähnliche Rolle wie die Zahl Eins in
der gewöhnlichen Algebra.

12. Nullmatrix. Eine Matrix, deren Elemente alle Null sind, heißt Nullnntrix und wird oft mit
O oder einfach 0 bezeichnet. Fiu eine beliebige Matrix A mtt derselben Ordnung wie 0 gilt:

A+0=0*A=A
Sind,4 und 0 quadratische Matrizen, dann gilt

4 0 = 0 4 =  0  ( S )

Die Nullmatrix spielt in der Matrixalgebra eine ähnliche Rolle wie die Zahl Null in der
gewöhnlichen Algebra.

DETERMINANTEN

Wenn die Matrix A in(I) eine quadratische Matrix ist, dann ordnet manA eine Zahl, die
durch

Q z t

A n

o tz

A n l  A n 2 (Lnn

dargestellt ist, zu und nennt sie die Determinante der Ordnung n yon A, geschrieben det (.4).
Um den Wert einer Determinanten zu definieren, führen wir die folgenden Begriffe ein.

l. Minor. Wenn ein beliebiges Element a1y yotr A gegeben ist, ordnet man eine neue Deter-
minante der Ordnunr (n - I ) zu, die man durch Weglassen aller Elemente der i-ten Zeile
und k-ten Spalte erhält und der Minor yon ajk heißt.
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Beispiel 8. Der Minor, der zu dem Element 5 in der zweiten Zei le und dri t ten Spalte der Deter-
minante vierter Ordnung gehört.

2 - - t  1  3
- 8  2 6  0

|  0 - z  2
4 - 2  I  1

dies erhält man durch Weglassen der scfuaff ierten Elemente.

Kofaktor. Wenn man den Minor von aik mit (-l/*t multipliziert, nennt man das Er-
gebnis den Kofaktor von a;p und bezeichnet ihn mit .47".

B e i s p i e l  9 .  D e r K o f a k t o r d e s E l e m e n t e s 5 i n d e r D e t e r m i n a n t e d e s B e i s p i e l s 8 i s t  ( - 1 ) 2 * 3  m a l
dem Minor oder

2 - l  3

1 0 2

4 - 2  1

t  _ 1  e

1 0 2
A  - O  1

Der Wert einer Determinante ist dann als die Summe der Produkte aus den Elementen
beliebigen Zelle oder Spalte mit ifuen zugehörigen Kofaktoren definiert und heißt die
Laplacesche Entwicklung. In Symbolen

d e t  A  =  
2 , o 6 4 , r

Man kann zeigen, daß dieser Wert von der benutzten Zetle [oder Spalte] unabhängig ist
Aufgabe 15 .71 .

in einer

(1  0 )

Isiehe

SATZE ÜBER DETERMINANTEN

Satz l5-1. Der Wert einer Determinanten bleibt erhalten, wenn Zeilen und Spalten vertauscht
werden, ln Zeichen det (A) = det ( ,4r) ,

Satz l5-2. Wenn al le Elemente einer Zei le [oder Spalte]  mit  Ausnahme eines Elementes Nul l
sind, dann ist der Wert der Determinante gleich dem Produkt aus diesem Element
und seinem Kofaktor. Speziell ist die Determrnante Null, wenn alle Elemente einer
Zei le [oder Spalte]  Nul l  s ind,

Satz l5-3. Ein Vertauschen zweier Zetlen [oder Spalten]ändert das Vorzeichen der Determi-
nante.

Satz l5-4. Wenn alle Elemente in einer Zeile [oder Spalte] mit einer Zahl multipliziert werden,
wird auch die Determinante mit dieser Zahl multipliziert.

Satz l5-5. Wenn zwei Zeilen [oder Spalten]gleich oder proportional zueinander sind, ist die
Determinante gleich Null.

Satz l5-6. Wenn man die Elemente jeder Zeile [oder Spalte] als die Summe zweier Ausdrücke
darstellt, dann kann man die Determinante als die Summe zweier Determinanten
derselben Ordnung darstellen.

Satz l5-7. WennmandieElemente etnerZei le [oderSpalte]  miteinergegebenenZahlmult i -
phziert und zu den entsprechenden Elementen einer anderenZeile oder Spalte
addiert, dann bleibt der Wert der Determinante erhalten.

Satz l5-8. Wenn,4 und,B quadratische Matrizen derselben Ordnung sind, dann gilt

( r t )
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Satz l5-9. Die Summe der Produkte der Elemente einer Zeile oder Spalte mit den Kofaktoren
einer anderen Zeile Ioder Spalte] ist Null. ln Zeichen

i  onrAr r  =  o  oder  i  o , ,u  Ax t '  :0  fü r  P  -  t7
k = 1  k = l

Wenn p = q ist ,  ist  die Summe mit  ( .10) gleich det ( ,4).

Satz 15-10. Es stel len 1)1, ' t )2,  . , 'un Zei lenvektoren [oder Spaltenvektoren] einer quadrat ischen
Matrix A der Ordnung n dar. Dann ist det(A) = 0 dann und nur dann. wenn es von
Nul l  verschiedene Konstanten ISkalare] t r , ,  t r r ,  .  . ,  \ ,  derart  gibt ,  da15

) , r tJr  *  , \ : :U:  * f  , \ ucn  :  O ( 1  3 )

ist, wobei O die Null- oder Nullzeilenmatrix ist, Wenn die Bedingung (/-i) erfüllt ist,
sagt man, daß die Vektoren ut,D2,.  . ,ü,  l inearabhdngig sind. Sonst sind sie
linear unabhcingig. Eine Matrix A, für die det (A) = 0 gilt, heißt eine singulare
Matrix. Wenn det (A) + 0 ist, dann heißt,4 eine nichtsingulc)re MatrLx.

Prakt isch berechnet man eine Determinante derOrdnungn. indem man den Satz l5-7 be-
nutzt und nacheinander bis auf ein Element alle Elemente in erner Zelle oder Spalte durch Nul-
len ersetzt  und dann den Satz l5-2 anwendet,  um eine neue Determinante der Ordnung n -  I
zu ermitteln. Man fährt in dieser Weise fort, um schließlich auf Determinanten der Ordnungen
2 oder 3 zu kommen. die leicht berechnet werden können.

INVERSE EINER MATRIX

Wenn fiir ehe gegebene Matrix A eine Matrix B derart existiert, daß AB = I gilt,dann heißt
B eine Inverse von,4 und wird mit ,4-t  bezeichnet.  Der folgende Satz ist  grundlegend.

Satz l5- l  l .  Wenn.4 eine nichtsinguläre quadrat ische Matr ix der Ordnung n ist  [d.  h. ,
det (A) # 0], dann gibt es erne eindeutige Inverse A-t derart, daß AA-t =
A-tA = 1 ist ,  und man kann A-t  in der folgenden Form

.4-r  = 11 l ' lt r e r  1 4 )  G l )

ausdrücken, wobei (AD die Matrix der Kofaktoren Apist und (Ai)' = (Axi)
ihre Transponierte darstellt.

Im folgenden sind einige Eigenschaften der Inversen beschrieben:

\ 1 2 )

( 1 5 )( A B ) - t  =  B - t A ' - 1 ,  ( A  , ) - '  =  , 4

ORTHOC,ONA LE TIND UNITARE MATRIZEN
Eine reelle Matrix.4 heißt eine orthogonale Matrix, wenn ihre Transponierte dieselbe Matrix

rst wie ifue Inverse, d. h., wenn Ar = A-t oder ArA = I.

Eine komplexe Matrix ,4 heißt eine unitrjre Matrix, wenn ihre komplexe. konjugierte Trans-
ponierte dieselbe ist  wie ihre Inverse, d.  h. ,  wenn Ar = A-t  oder ArA =,f .  Es sei  bemerkt,  daß
eine reelle, unjtdre Matrix eine orthogonale Matrix ist.

ORTHOGONALE VEKTOREN

In Kapitel 5 fand man, daß das skalare oder Punktprodukt zweier Vektoren ari + aj + ark
u n d  b t i + b i +  ä r k  g l e i c h  a t b t + a t b r + q b ,  w a r  u n d d a ß d i e V e k t o r e n z u e i n a n d e r s e n k r e c h t
oder orthogonal s ind, wenn arbr+ arb2+ a3b3 = 0 gi l t .  Vom Matnzenstandpunkt aus kann man
diese Vektoren als Spaltenvektoren
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Ä _
a -

betrachten, woraus ArB

Dies fiihrt uns zur Definition des Skalarproduktes reeller Spaltenvektoren A und B als.4r.B und
zur Definition von.4 und B als orthogonale Yektoren, wenn ,4rB = 0 ist.

Es ist bequem, dies auf die Fälle zu verallgemeinern, in denen Vektoren komplexe Kompo-
nenten haben können und wir haben folgende Definition:

Definition l. Zwei Spaltenvektoren A und B heißen orthogonal, wenn ArB = 0 ist und ArB
wird das Skalarprodukr aus,4 und B genannt.

Es sei vermerkt, daß Ä'A = I gilt, wenn / eine unitäre Matrix ist, was bedeutet, daß das Ska-
larprodukt vonA mit sich selbst gleich I ist oder.4 ist ein Einheitsvektor, d. h., hat die Llinge l.
Somit ist ein unitärer Spaltenvektor gleich einem Einheitsvektor, Wegen diesen Bemerkungen
gilt die folgende

Definition 2. Eine Menge Vektoren Xt, Xz, . , .,

XlXk =

gilt, heißt eine unilrire Menge oder System von Vektoren oder in dem Fall, in
dem die Vektoren reell sind, eine orthonormale Menge oder eine orthogonale
Menge von Einheitsve ktoren.

SYSTEME VON LINEAREN GLEICHI.JNGEN

Eine Menge von Gleichungen der Form
A l I r  * Q n X z  *  " ' * A r n T n

Qzr t t  - f  Qz t l t  - l  '  - l  A2nX .a ( 1  6 )

a n t l t * A n l I t *  " ' + Q m n r i l  =  T n

heißt ein System von m linearen Gleichungen in den n Unbekannten x t, xz, . . ., x,. Wenn
rr,  rz, .  .  . ,  rn al le Nul l  s ind, heißt das System homogen. Wenn sie nicht al le Nul l  s ind, nennt
man es nichthomogen.Eine Menge von Zahlen xr,  Xz, xn, die ( /6) erfül l t ,  heißt eine Lösung
des Systems.

In Matrixform kann man ( I6\ schreiben

Q t t

Q z n

l"'\
\"" l '
\ a t /

=  q . rb r

/  u, \
B = \b" )

\  b ' l
-l azbz i asbs folgt.

fiir die

Io  i + t ;
i
[ 1  j = ' I c

-  t l

-  t !

) ß )  
( : )

Q v

ozz

t  ( Im2 O.mn

Q t t

u 2 l ( 1 7 )

( 1 8 )oder kirrzer AX = R

wobei A, X, R die zugehörigen Matrizen in (/ 7) darstellen,

SYSTEME VON n GLEICHI.,NGEN IN n UNBEKANNTEN. REGEL VON CRAMER
Wenn la = n ist und wenn A eine nichtsingultire Matrix derart ist, daß.4-r existiert, kann

man (17) oder (/8) lösen, indem man X = A-t It
schreibt und das System hat eine eindeutige Lösung,

( l  e)
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Man kann die Unbekannten x1, X2, .  .  . ,  xn auchin der Form

AX = ),X

mit Ä als eine Zahl kann man in der Form

. . .  * A t n I n

"  .  *  Q z n t n

KAPITEL 15

\ 2  1 )

K,A

SA

Sat(20)

ausdrücken, wobei A = det (,4) die Determinante des Systems ist und durch (9) gegeben ist
u n d A s , k = 1 , 2 ,  . , n  i s t d i e D e t e r m i n a n t e , d i e m a n a u s A e r h ä l t , w e n n m a n d i e k - t e S p a l t e
wegläßt und sie durch den Spaltenvektor R ersetzt. Die Regel in (20) heißt Cramersche Regel.

Man kann vier Fälle unterscheiden.

Fal l  l .  A+ 0, R + 0. In diesem Fal l  gibt  es eine eindeut ige Lösung, in der nicht al le xs
Nul l  s ind.

F a l l 2 .  L + 0 , R = 0 ,  I n d i e s e m F a l l i s t d i e e i n z i g e L ö s u n g g l e i c h  x r = 0 , x 2 = 0 , . . . , x n = 0 ,
d. h., X = 0. Diese wird oft die triviale Lösung genannt.

Fall 3. A = 0, R = 0. In diesem Fall gibt es unendlich viele Lösungen. Dies bedeutet, daß
man wenigstens eine der Gleichungen aus den anderen erhalten kann, d. h,, die Gleichun-
gen sind linear abhängig.

Fall 4. A = 0, R + 0, In diesem Fall gibt es unendlich viele Lösungen nur dann, wenn alle
Determinanten Ae in (20) Null sind, Sonst gibt es keine Lösung.

Die Fäl le,  in denen m * n ist , 'werden in den Aufgaben 15.93-15,96 behandelt ,

EIGENWERTE LTN D EIGEN VEKTOREN

Es sei .4 = (air) eine n x n Matrix und X ein Spaltenvektor. Die Gleichung

Sa l

Sa1

Sal

Sa t

(22)

oder ( a r r  -  Ä ) r : 1  *  a n r z  *

aur r  I  (ozz  -  , \ ) rz  *
(23)

e n r r t  *  a n z T z  *  . . .  *  ( o , n - Ä ) r "  =  0

schreiben.

Die GleichungQ3) hat nichttriviale Lösungen nur dann, wenn

n (2t )

Dies ist eine Polynomgleichung vom Grade n in tr. Die Lösungen dieser Polynomgleichung heißen
Eigenwerte oder charakteristische 14erte der Matrix A. Zujedem Eigenwert gibt es eine Lösung
X +0, d. h., eine nichttriviale Lösung, die ein Eigenvektor oder charakteistischer Vektor
heißt, der zu dem Eigenwert gehört. Die Gleichune Q4) kann man auch in der Form

i , '  \
l r z \=  ^ \  

'  )
\ t " i

- 0

- 0

d e t { A - Ä / )  =  0
schreiben und die Gleichung in ). heißt oft die charakteristische Gleichung.
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SATZE FUR EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Satz l5 '12. Die Eigenwerte einer Hermiteschen Matr ix [oder symmetr ischen reel len Matr ix]
sind reell. Die Eigenwerte einer schiefhermiteschen Matrix Ioder schiefsymme-
trischen reellen Matrix] sind Null oder rein imaginär. Die Eigenwerte einer uni-
tären [oder reel len orthogonalen Matr ix]  haben ai le den absoluten Wert L

Satz l5-13. Die Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten einer hermiteschen Matr ix
Ioder symmetrischen reellen Matrix] gehören, sind orthogonal.

Satz l5-14. ICayley-Hamil ton],  Eine Matr ix erfül l t  ihre eigene charakter ist ische Gleichung
Is iehe Aufgabe 15 .40 ] ,

Satz l5-15. IRedukt ion einer Matr ix auf Diagonalform].  Wenn eine nichtsinguläre Matr ix.4
verschiedene Eigenwerte \ , .  Lr,  t rr , .  .  .  mit  zugehörigen Eigenvektoren hat,  als
Spalten in der Matr ix

dann ist B- ,AB =  ( ^ ;

\ :

l

ge
.en
bri

d. h., .B-r AB, auch die Transformiertevon A durch.B genannt, ist eine Diagonal-
matrix, die die Eigenwerte von A tn der Hauptdiagonalen und sonst Nul len ent-
hält. Man sagt, daß A transfonniert oder auf Diagonalform reduzierl wurde. Siehe
Aufgabe I  5 .41 .

Satz I  5- 16. IRedukt ion einer quadrat ischen Form auf eine kanonischeiForm ].
Es sei  .4 eine symmetr ische reel le Matr i  x,  z.  B,

f  
a t t  0 r ' :  o r , r  

\
A  =  

{  
O , ' 2 r  A : . t  O : l  

)  
Q y l = Q 1 1 ,  O t l = O r t ,  0 : L = O l :

\  o , ' ,  a :*  un f
Man erhält die quadratische Form

XrAX =  or r r r  *  a l : . t ' . . :  +  c ; r l ' i  *  2or :Xr l r  *  20r : r : f r : I r  lZa t . . t xü . t

wenn X -

Die Kreuzproduktausdrücke dieser quadratischen Form kann man entfernen, indem man
X = B U  e r s e t z t , w o b e i U d e r S p a l t e n v e k t o r m i t d e n E l e m e n t e n  L t 1 , t 1 2 ,  u ,  i s t u n d B e i n e
orthogonale Matrix darstellt, die,4 diagonalisiert, Die neue quadratische Form in ur, ttz, ut
ohne Kreuzproduktausdrücke heißt die kanonische Form. Siehe Aufgabe 15.43. Eine Verall-
gemeinerung auf Hermitesche quadratische Formen kann durchgeführt werden Isiehe Auf-
g a b e  l 5 . l  l 4 l .

OPERATORINTERPRETATION VON MATRIZEN

Wenn.4 eine n x r Matrix ist, kann man sie a\s Operator oder Transformation ansehen,
die auf einen Spaltenvektor X wirkt, um AX zu erzeugen, der ein anderer Spaltenvektor ist.
Mit dieser Interpretation fragt Gleichung (21) nachjenen Vektoren X, die durch / in konstante
Vielfache von ihnen selbst transformiert werden Ioder äquivalent dazu in Vektoren, die dieselbe
Richtung, aber möglicherweise verschiedene Größe haben].

I  r '  I  i s t .
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MATRIZEN KAPITEL 15

Wenn ,4 eine orthogonale Matrix ist, stellt die Transformation eine Rotation dar und er-
klärt ,  warum der Absolutwert  al ler Eigenwerte in einem solchen Fal l  gleich Eins ist  [Satz I  5- I  2 ] .
da eine gewöhnl iche Rotat ion eines Vektors seine Größe nicht ändert .

Die Begriffe der Transformation sind bequem, um Interpretationen für viele Eigenschaften
von Matr izen zu seben.

AUFGABEN MIT LÖSUNGEN

MATzuZENOPERATIONEN

4 \
I- t l

B T ,

=(;-J ),,:(; i)," =( ;
( f )  BA,  (s )  ( ,18)C,  ( t4  A(BC) ,  ( i )  Ar  +

15.  l .  Berechne (o )

(c )  24  -  3C,
(J )  B 'A '  ,

( a )  A + B

A _ B

2 4 _ 3 C

3 A + 2 8

A- rB ,  ( b )  A  -B fü r  A

(d )  3Ä  +  28  *  4C ,  ( c )  AB ,

/ 2 - 1 \  / - 1  1 \  / 1  o \
J l r l  l l l- \ , r  s l  \ z - r l - \o - t l

/ 2  - 1 \  / - l  r \  / 2  1 \  /  |  - r \  U  3  - 2 \
- t l _ / l - i t ! / t - / l' \ a  

s )  \ r - n /  
-  

\ . t  s l  \ - z  a /  \ z  t )

=  r ( 2  
- r \  

_ . /  t  o \ ,  ( 4  - 2 \ _  
/ - 3  

- 1 2 \  
=  /  1  - r . 1 \

' \ n  s l - " \ - r - t /  \ a  6 / - \  6  B l  \ t n  c )

/ 2  - l \  / - r  1 \  /  t  . 1 \- 4c  = ' ( n  
t ) * ' ( , - n l - t ( - 2  t )

/  6  - 3 \  / - z  z \  / - 4  - 1 6 \  /  0  - 1 7 \
- t  l + l  l t i l - t t

\ r z  s l  \ . t -a l  \a  a l  
- \2 ,  

s /

/ 2  - 1 \ / - r  1 \  / \ 2 \ * 1 )  +  ( - 1 ) ( 2 )  ( 2 ) ( 1 )  +  i - 1 ) ( - 4 ) \  / - 4 ,  6 \
I  l t  I  =  I  I  -  I  I

\ 4  3 / \  2  - 4 /  
\  t { i 1 - l )  r  i 3 \ ( 2 r  r 4 ) r 1 ) ' 1  , 3 ) ( - 4 )  i  \  2  - 8 1

(ö )

l c )

(d)

/  z  , r ' \  i - t  z \  l | j \
( - ,  , l * (  t - 4 )  

=  
\ o - t /

Br = (A + B)r gilt

2 \ /  2  r \  =  ( - t  2 \
- r / \ - t  3 /  \ 6 - 8 l
r = leaf sitt.

Beachte, daß unter Verwendung von(a) AT +

/ - t  i \ r / 2  - 1 \ r  / - t
( j )  B r A r  ( o _  l l  i  =  |

4 /  \ 4  3 /  \  .

Beachte, daß unter Verwendung von (e) BrA

( e )  A B

/ - t  1 \  / 2  -1 \  / ( , - 1 ) (2 )  +  (1 ) (4 )  ( - r ) ( -1 )  *  , 1 ] l : ' )  =  (  . :  i )( / )  BA  =  
\  r  - o / \n  z )  

=  
( , r l , r i  +  ( - { ) ra )  (2 ) ( -1 )  +  7a )ß ) /  \ - 12  - r {7

Beachte ,  daß AB *  BA unter  Verwendung von (e ) ;es  w i rd  d ie  Ta tsache er läu ter t ,  daß das  kommu
ta t ive  Gesetz  fü r  Produk te  im a l lgemeinen n ich t  g i l t .

(s) (Aß)(: = (-; :)(_; _i) = ( llr 
-?:)

, ,  - r \ l l - t  ' \ /  r  n \ l  _  l z  - t \ l -3
( h )  A ( B C I  =  ( ; r /L \  z  *4 ) \ -z  r /_ l  

-  
\+  r / \ ro

Beachte ,  daß (AB)C =  A(BC)  un ter  Verwendung von Q ' ) ;  es  wüd
assoz ia t i ve  Gesetz  fü r  Produk te  s i l t .

(  1 l A r  +  r , t r  =  ( '  - t \ '  
*  / - t  

t \ '  =
\ 4  3 l  \  2  - , 1 /

- 5 \  / - 1 6  - 2 2 \

1 2 /  \  1 8  1 6 /

d ie  Tatsache er läu ter t ,  da lJ  das

3 5 0



62 L inea  r  eq  ua t ions  and  e igens l , s tenrs

2 , IZ  0VER-  DE ' f  E  R  ] \ , I  I  N  ED SYSTF] \ IS

Consrder  the  fo l low i r tg  t t vc r -c le te rn r incd  s ) ,s tem o f  l i near  ec luur io l s :

t r t  + . I l = 1 . 9 8

2 .0 .5 r r  - . { :  =  0 .9 -5
3 .06 r t  + - r . l  =  3 .98
-1 .021 ,  +  2 . r ,  =  0 .92
:1 .08 r r - , \ 2=2 . ! ) 0

3

^  - l
/  7 l- " 1

l

(\

t . f ,

'1

05

0

-0 .5

1
- t 2

sysrenr  (2 .12 .1 )F ig .  2 .12 .1 .  I ) l o t  o t

105

n q q

{ch.  2

{ f  l l  l r

1
x1

i  ncons  i s i cn t  ec lL ra t i o r t

N l
x l

0.95 1
X1

I . U f ,

F ig .  2 .12 .2 .  P lo t  o f  i ncons is ten t  equa t ion  svs te rn  (2 .12 '1 )

showing  the  reg ion  o f  i n te rsec t ion  o f  thc  eq t t i t t i ons ,
where  "+ "  ind icü tes  "bes t "  so lu t lon
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<  T . i  n a :  r F <  A r 1 < a l  a i  c h q n r n l - r ' l  a m

8  F i t t i ng  e ines  kub i schen  Po l ynom
8  c p  =  x L  +  x z * T  +  x 3 * T ^ 2  *  x 4 * T ^ 3
Ioad  spezwaer i  SE in l -esen  de r  Da ten
T  =  T ' ;  cp  =  cp r i  I  T ranspos i t i on  de r  Ze i l - envek to ren
P h i  =  [ T . ^ 0  T . ^ 1  T . n 2  T . ^ 3 ] ;
x= Phi \cp i  ?  Lösung der  Normalg le ichungen
y = x  (  1 )  + x  ( 2 )  * T * x  ( 3 )  * T  .  n 2 * x ( 4 )  * T .  ̂ 3 ;

p l o t  ( T ,  y ,  T ,  c p ,  ' o '  )
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